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ABSTRACT 
The recently developed Multiple Scales Lindstedt Poincare (MSLP) technique is 
successfully applied to a mathematical model of planet motion. The equation has been 
originally developed to precisely understand the orbital motion of the planet Mercury around 
the sun and the effects of small perturbations to the orbit from the other planets. The quadratic 
nonlinear equation is solved by the classical Lindstedt Poincare method (LP) and then by the 
newly developed Multiple Scales Lindstedt Poincare method (MSLP).  Both approximate 
solutions are contrasted with the numerical simulations. When the effects of perturbations 
from the other planets are small, all three solutions coincide with each other. When the 
perturbation effects are increased, the MSLP solutions agree better with the numerical 
solutions than the LP solutions.  
ÖZET 
Son zamanlarda geliştirilmiş olan Multiple Scales Lindstedt-Poincare tekniği (MSLP) 
bir gezegen hareketine ait matematik modele uygulanmıştır. Denklem, gezegen Merkür’ün 
güneş etrafındaki yörünge hareketini ve bu yörüngeye başka gezegenler tarafından etki eden 
küçük perturbasyonları anlayabilmek için geliştirilmiştir. Kuadratik nonlineer denklem önce 
klasik Lindstedt-Poincare tekniği (LP) ile, daha sonra da yeni geliştirilen Multiple Scales 
Lindstedt-Poincare tekniği (MSLP) ile çözülmüştür. Her iki yaklaşık çözüm de sayısal 
çözümlerle karşılaştırılmıştır. Diğer gezegenlerin perturbasyon etkileri küçük olduğunda her 
üç çözümde birbiri ile çakışmaktadır.  Bu etkiler arttırıldığında, MSLP çözümleri LP 
çözümlerine göre sayısal çözümlerle daha iyi uyum sağlamaktadır.  
 
GİRİŞ 
Einstein çekim teorisi kullanılarak gezegen Merkür için aşağıdaki boyutsuz yörünge 
denklemi önerilmiştir [1] 
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Yukarıda  polar koordinatlarda yörünge açı koordinatını temsil etmektedir. Deplasmanla 
ilgili boyutsuz ifade ise 
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şeklinde olup  r  Merkür ile güneş arasındaki uzaklık koordinatını, r ise ortalama uzaklığı 
temsil etmektedir ( mr 108310.5 ). Diğer boyutsuz terimler ise  
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şeklindedir. G evrensel çekim sabiti, M güneşin kütlesi, h Merkür’ün birim kütlede açısal 
momentumu, c boşlukta ışık hızı, b ise gezegenin güneşe en yakın olduğu andaki deplasmanla 
ilgili boyutsuz ifadedir.  Gezegenin başlangıçta en yakın mesafede olduğu varsayılmıştır. 
Merkür gezegeni için a=0.98, b=1.01, )10( 7O olarak hesaplanmıştır [1].  
Denklemin kapalı fonksiyonlar cinsinden analitik çözümü yoktur. Ancak integral 
formda ifade edilebilen ve integralin sayısal hesaplanmasını gerektiren çözümler üretilebilir. 
Bu çalışmada denklem yaklaşık olarak önce astronomide çok kullanılan klasik Lindstedt-
Poincare tekniği ile, daha sonra da son zamanlarda geliştirilmiş olan Multiple Scales 
Lindstedt-Poincare tekniği ile çözülmüş [2-5] ve sonuçlar sayısal çözümlerle 
karşılaştırılmıştır. Multiple Scales Lindstedt Poincare tekniği salınım tipi çözümlere sahip 
kuvvetli nonlineerliğin olduğu birçok denkleme başarı ile uygulanmıştır. Perturbasyon 
parametresi ’nun çok küçük olduğu durumda her üç çözümde birbiri ile çakışıktır. 
Perturbasyon parametresinin artması durumunda ise MSLP çözümü sayısal çözümlerle daha 
iyi uyum sağlamaktadır.  
 
YAKLAŞIK ÇÖZÜMLER 
Denklem (1) ve (2)’nin yaklaşık çözümleri Lindstedt-Poincare ve Multiple Scales 
Lindstedt-Poincare yöntemleri ile yapılacaktır.  
Lindstedt-Poincare Yöntemi 
Bu metotta denkleme önce koordinat dönüşümü yapılır 
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ve denkleme yerleştirilir 
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bağımlı değişken ve dönüşüm parametresi seriye açılır 
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perturbasyon açılımları denklem (6)’ya yerleştirilir ve mertebe ayrıştırması yapılırsa 
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olur. Son mertebede sadece seküler terimler ayıklanıp açıkça çözüm yapılmayacağı için 
başlangıç şartlarına ihtiyaç yoktur [6]. Her bir mertebede çözümler yapılır, fiziksel olmayan 
patlamalara yol açan seküler terimler yok edilir, orijinal değişkenlere dönülürse sonuçta 
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elde edilir. Son mertebede seküler terimlerin yok edilmesi ile frekans denklemi 2 mertebesi 
dahil edilecek şekilde elde edilmiş, ancak çözümlerin son mertebede açıkça yapılmaması 
neticesinde yaklaşık çözüm  mertebesi dahil olacak şekilde ifade edilmiştir.    
Multiple Scales Lindstedt-Poincare Yöntemi 
Bu metotta da önce koordinat dönüşümü yapılır 
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ve denkleme yerleştirilir 
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Büyük ve daha küçük koordinat değişkenleri  
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ve buna bağlı türevler tanımlanır 
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Yukarıda nn TD  / olarak alınmıştır. Bağımlı değişken yeni bağımsız değişkenler cinsinden 
seriye açılır 
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Dönüşüm parametresi yerine bu metotta normalize frekans seriye açılır [2-5]. Tutarlı 
olabilmek için a parametresi de benzer seriye açılmalıdır  
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Açılımlar denklem (15)’e yerleştirilir ve mertebe ayrıştırması yapılırsa 
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Her bir mertebede çözümler yapılır, fiziksel olmayan patlamalara yol açan seküler terimler 
verilen kurala göre [2] yok edilir, orijinal değişkenlere dönülürse sonuçta 
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Bu metotta frekans öncekine göre biraz daha farklı çıkmıştır. Ayrıca LP’de düzeltme terimi 
katsayısı  iken burada 2/ olarak bulunmuştur. Bu katsayı farklılığının deplasmanlarda 
daha hassas sonuçlara yol açacağı gelecek bölümde gösterilecektir.  
 
SAYISAL SONUÇLARLA KARŞILAŞTIRMALAR 
Denklem (1) ve (2) değişken adıma sahip bir Runge-Kutta algoritması ile sayısal olarak 
çözülmüştür. Şekil 1’de her iki metoda ait yaklaşık çözüm ve sayısal çözüm Merkür gezegeni 
için normal değer olan 710 için karşılaştırılmıştır. Bütün çözümler birbiri ile tam uyumlu 
olup grafikte eğrileri birbirinden ayırt etmek mümkün olmamaktadır.  
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Şekil 1. Açıya karşılık boyutsuz uzaklık (a=0.98, b=1.01, 710 ) 
 
Perturbasyon parametresinin 1 mertebesinde olması durumunda salınım tarzı çözümler sayısal 
olarak elde edilememektedir. Perturbasyon parametresini yine küçük ancak orijinal ilk 
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değerine göre çok daha büyük olan 1.0  aldığımızda ise çözümler birbirinden 
ayrışmaktadır. Şekil 2’de 1.0  için yörünge değerleri verilmiştir. MSLP sonuçları sayısal 
sonuçlara çok yakın iken LP sonuçları belirgin şekilde ayrışmıştır.  
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Şekil 2. Açıya karşılık boyutsuz uzaklık (a=0.98, b=1.01, 1.0 ) 
     
SONUÇLAR 
 Einstein çekim teorisi kullanılarak çıkarılan bir diferansiyel denkleme ait çözümler 
üretilmiştir. Denklem gezegen Merkür’ün güneş etrafındaki hareketini diğer gezegenlerin 
etkilerini de dahil ederek modelleyebilmektedir. Denklemin yaklaşık çözümleri astronomi 
problemlerinde çok kullanılan klasik Lindstedt-Poincare tekniği ve son zamanlarda ortaya 
atılan Multiple Scales Lindstedt Poincare tekniği kullanılarak elde edilmiştir. Yaklaşık 
çözümler sayısal çözümlerle karşılaştırılmıştır. Merkür’ün hareketinde olduğu gibi çok küçük 
perturbasyon parametreleri için çözümler ayni olsa da perturbasyon parametresinin 
arttırılması ile çözümler birbirinden ayrışmakta, MSLP çözümleri sayısal çözümlere çok daha 
iyi uyum sağlamaktadır.  
 Önceki çalışmalardan, Multiple Scales Lindstedt Poincare metodunun klasik Lindstedt 
Poincare veya klasik Multiple Scales metoduna göre özellikle kuvvetli nonlineer sistemlerde 
daha iyi sonuçlar verdiği bilinmektedir. Bu modelde ise kuvvetli nonlineer durumda salınımın 
olmaması dolayısı ile zayıf nonlineer durum ele alınmış ancak perturbasyon parametresinin 
artması ile birlikte MSLP çözümlerinin sayısal çözümlerle daha uyumlu olduğu gösterilmiştir. 
Çalışmanın parametre değerleri farklı alınarak başka gök cisim hareketlerine uyarlanması da 
mümkündür.  
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